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Resume. Nous montrons comment associer a une gerbe definie sur un corps 
de nombres une obstruction de Brauer-Manin mesurant, comme dans le cas 
des varietes, le defaut d'existence d'une section globale. Ceci nous conduit a 
une generalisation de la dualite de Tate-Poitou au cas non-abelien. 
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Introduction 

Soient k un corps de nombres, / un fc-revetement de corps des modules k, et 
Q (f) la k-gevbe associee a / (i.e la gerbe des modeles de /, cf [DD 1]). Dans 
[DDM], nous avons introduit la notion de variete de descente associee a / . Si V est 
une telle variete, la gerbe Q (/) est alors isomorphe au champ quotient [V/GL n ], 
pour un n idoine. En fait, il existe une infinite possible de telles varietes de 
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descente V correspondant a une infinite de choix possibles pour l'entier n. Soit 
maintenant K une extension de k : tout if-point de V definit un K-point 1 de Q, 
et reciproquement tout if-point de G se releve en un if-point de V. II s'ensuit 
que si V et V sont deux varietes de descente correspondant a la meme k-gevbe 
G, alors : 

V(K)^Q<*V (K) ± 

Forts de ces observations, on veut comparer les invariants de V et V ; ils ne 
dependent que de Q. En particulier : 

Br a V w Br a V « Pr a £, 

et 

PicV ss PicV" ~ Pic£. 

Ceci nous amene a calculer l'invariant de Brauer-Manin 2 mjf (V) de V, a in- 
troduire l'invariant de Brauer-Manin m^c(Q) de la gerbe puis a prouver que 
m, K iV) = (G), l'interet de cette egalite etant sa validite pour toute variete de 
descente V correspondant a G (plus loin, nous dirons que V est une presentation 
de G). 

Tout ce qui precede s'etend aux /c-gerbes quelconques localement liees par un 
groupe fini (pour des raisons evidentes, de telles gerbes seront appelees gerbes 
de Deligne-Mumford) . L'application qui a une classe de /c-gerbes [Q] associe 
l'invariant de Brauer-Manin d'un de ses representants peut alors etre vue comme 
une generalisation de la dualite de Tate-Poitou dans le cas abelien (nous renvoyons 
au theoreme 4.1 pour un enonce precis) ; cet invariant vit dans le groupe de Tate- 
Shafarevich 

HI 1 (k,H^j 

ou H est le groupe d'automorphismes d'un objet de G (Spec k) . 

Notations, k designe dans ces lignes un corps de caracteristique nulle (souvent 
un corps de nombres), dont on fixe une cloture algebrique k. Pour toute k- variete 
algebrique V, nous appelons groupe de Brauer cohomologique (ou simplement 
groupe de Brauer, lorsqu'aucune confusion n'est possible) de V et nous noterons 
Br V le groupe Hj t (V, G m ). Nous noterons V la /c- variete obtenue a partir de V 
par extension des scalaires, le carre suivant etant alors commutatif : 

V = V® k k — V 

p 

Spec k *- Spec k 

^Par iiT-point de G, on entend section de la gerbe au-dessus de Spec K, ou encore objet de 
la categorie fibre de Q au-dessus de SpecK (que nous noterons Q (Speck)). 
2 Le "IK" de "tom (V)" est mis pour faire reference au Principe de Hasse. 
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De ce diagramme, on deduit deux morphismes : 

Br k Br V Br V 

On note BroV (resp. Br\V) l'image de p (resp. le noyau de e), et Br a V le quotient 
Br\V/ Br V . Pour tout groupe algebrique G, G designe le groupe des caracteres 
de G ; lorsque A est un groupe abelien, nous noterons A D le dual (de Pontrjagin) 
de A : Horn {A, Q/Z). Si H est un Gal (k/k) -module, on note : 

(Jfe, if) = H l (Gal (k/k) , if) (i = 1, 2) 

Si de plus /c est un corps de nombres, on definit : 

IH* (k, if) = ker J fT (fc, 5") — ► JJ fT (*;„, H) \ (i = 1, 2) 

1. Rappels 

1.1. Calcul de Br a V dans le cas ou V est un espace homogene de SL n 
avec isotropie H. 

Soient k un corps de caracteristique nulle, et V une /c-variete algebrique lisse, 
geometriquement irreductible. De la suite spectrale 

IP (k,H! t (V,G m ))^H^(V,G m ) 

on deduit la suite exacte longue 

(1) H 1 (k, k [V]*) Pic V Pi c yGal(k/k) 

) 

BnV H 1 (k, Pic V) H 3 (k, k [V]*) 

Posons : 

La suite exacte (1) fournit une nouvelle suite exacte : 

(2) PicV Gal ^ /k ) ^H 2 (k,U(V)) — > Br a V — > H 1 (k, Pic V) -> H 3 (k,U (V)) 

Supposons que V est un /c-espace homogene d'un /c-groupe algebrique semi-simple 
simplement connexe G (e.g SL n ) avec isotropie un groupe fini, c'est-a-dire : il 
existe un /c-groupe fini if tel que : 

V = G (k) /if 

Nous avons alors la suite exacte 

o — >u(v) — >u(d (jfe)) 
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provenant de la fibration G (k) — > V. Or on sait (cf le lemme 6.5 (iii) de [Sa]) 
que : 

U(G (jfe)) =G(k) =0 

La suite exacte (2) se reduit alors a 1'isomorphisme : 

Br a V H 1 (k, Pic V) 

Remarque 1.1. Notons au passage que cet isomorphisme tient encore lorsque V 
est une variete algebrique propre (e.g projective) definie sur un corps de nombres 
k. Car dans cette situation, d'une part le groupe if 3 (k, G m ) est nul, et d'autre 
part k [V]* se reduit evidemment aux constantes. 

Par exemple, (k etant toujours un corps de nombres) le groupe Br a V (done 
a fortiori B (V)) est nul lorsque V est une k- variete de Severi-Brauer, ou une 
A;- variete projective lisse qui est une intersection complete de dimension > 3. En 
effet dans les deux cas, on a : Pic V = Z (e'est evident pour les varietes de 
Severi-Brauer, et e'est essentiellement une consequence du theoreme de la section 
hyperplane de Lefschetz dans le deuxieme cas). 

1.2. Exemples. 

(i) Si H = 0, alors V&G(k), et PicV = (car PicG (k) = par le corollaire 
4.5 de [FI]). 

(ii) Si H — /i est un /c-sous-groupe central de G, alors V = G = G/fj, est 
semi-simple, et PicG (k) = fx (k) (par le corollaire 4.6 de [FI]), d'ou : 

Br a V = Br a G = H 1 (&/£;, /T(I)) = H 1 (k,$) 

Pic G et Br a G sont justiciables de la philosophie de Kottwitz : ce sont des 
invariants des groupes semi-simples qui sont nuls lorsque G = G est simple- 
ment connexe. lis peuvent done s'exprimer en fonction du centre Z ( L G) du 
dual de Langlands de G [Ko] ; lorsque G est semi-simple, ce dernier coincide 
avec le dual du noyau du revetement universel de G. 
Cette remarque vaut encore pour 

B (G) = ker J Br a G -> J] Br a G v i 

L all v J 

dans le cas ou k est un corps de nombres (le produit etant pris sur toutes 
les places v de k). 

(iii) Soient k un corps de nombres et prenons pour V un k-tove T. Alors (cf le 
lemme 6.9 de [Sa]) : 

Pic f = H 1 (k, f) et Br a T = H 2 (k, 
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En outre : 

b (T) « in 2 (k, f ) w in 1 (k, t) d 

le deuxieme isomorphisme etant fourni par la dualite de Kottwitz [Ko] qui 
etend aux tores celle de Tate-Poitou. 

(iv) Considerons maintenant un fc-espace homogene de SL n avec isotropie un 
groupe fini ; on suppose done qu'il existe un groupe fini H tel que : 

V « SL^/H 

Alors Pic V ~ H (cf [BK2]). On dispose en effet de la /c-fibration : 

SL n ^ > SL n i/ H 
a laquelle est attachee la suite spectrale 

E™ = H? (H, H q (SL n , G m )) H^ q (V , G m ) 
Dans cette derniere, le terme E®' 1 est nul 3 , done : 

H] t (V, G m ) = H 1 (H, G m ) = Horn (H, G m ) = H 

D'ou la : 

Proposition 1.1. Soit V un k-espace homogene d'un groupe semi-simple sim- 
plement connexe G avec isotropie un groupe fini H . Alors [BK2] : 

Br a V w H 1 (k, B^j 

En outre, si k est un corps de nombres, et si on suppose que V a des points 
localement partout (i.e si V v = V ®k k v a un k v -point, pour toute place v de k), 
alors : 

B (V) = ker I Br a V -> JJ Br a V v I w IB 1 (k, H^j 

K all v J 

Corollaire 1.1. Sous les hypotheses et notations de la proposition precedente, si 
H est sans caractere, alors Br a V = B (V) = 0. 

Exemple 1.1. Le corollaire s'applique done si H = SL (2,F P ) avec p ^ 2,3, ou 
encore si H = A n avec n > 5. Plus generalement, il suffit que H soit egal a son 
groupe derive. 



3 En effet, Pic SL n = H 1 (SL n j c , G m ) = Horn (Hi (SL n ) , G m ) = puisque SL n est simple- 
ment connexe. 
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2. Interpretation comme champ quotient des /c-gerbes localement 
liees par un groupe algebrique fini 

On s'interesse done dans cette section aux /c-gerbes qui sont des champs de 
Deligne-Mumford [LMB]. Rappelons d'abord la proposition 5.1 de [DDM] : 

Proposition 2.1. Soient k un corps, et Q une k-gerbe (pour la topologie etale) 
qui est un champ de Deligne-Mumford. Alors : 

(1) II existe une k-algebre L avec action a gauche d'un groupe fini T admet- 
tant k comme anneau des invariants telle que Q soit isomorphe au champ 
quotient [Spec L/T] ; 

(2) II existe un k-schema affine V , un entier n > 0, une action a droite de 
GL nt k sur V et un 1-morphisme ix : V — > Q avec les proprietes suivantes : 

(i) n induit un isomorphisme du champ quotient [V / GL nt k] vers Q ; 

(ii) V est lisse et geometriquement irreductible ; 

(Hi) V action de GL n k sur V est transitive et a stabilisateurs finis ; 

(iv) pour chaque extension K de k, chaque objet de Q (K) se releve en 
un point de V (K) via ix . 

En particulier, a cause de (Hi) et (iv), si K est une extension de k telle 
que Q (K) ^ ; 4 la K-variete V ®kK est isomorphe au quotient de GL n K 
par un groupe fini. 

Remarques 2.1. 

(a) Dans la remarque 5.2(b) de [DDM], il est montre que Ton peut en fait pren- 
dre pour /c-algebre L une extension galoisienne finie de k, auquel cas T est 
l'ensemble des couples (a, ip) ou a G Gal (L/k) et if : ax — > x est un isomor- 
phisme dans la categorie (en fait, le groupo'ide) Q (L). II y a une structure 
de groupe sur T pour laquelle la projection naturelle T — > Gal (L/k) est un 
morphisme surjectif, et le noyau H = H (L) est le stabilisateur fini dont 
l'existence est donnee par le (iii) de la proposition 2.1. 

A la gerbe Q est aussi associee une extension (cf [Gi], [Sp]) 

G +~* (£) : 1 -> H -> T -> Gal (L/k) -> 1 

definissant une action exterieure Ch de Gal (L/k) sur H = H (L), et une 
classe de 2-cohomologie notee [Q] dans H 2 (L/k,Cn) ^ H 2 (k,Cn)- 

(b) On obtient les memes conclusions en remplagant dans la proposition 2.1 GL n 
par SL n (cf remarque 5.2(c) de [DDM]). 



4 Ce qui signifie que l'ensemble d'objets Ob (Q (K)) de la categorie fibre de Q au-dessus de 
Spec K est non-vide ; par la suite, nous fairons systematiquement cet abus de langage. 
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Une construction fondamentale 

Partons de l'extension (£) de la remarque precedente : 

(£) : 1 -> H -> T -> GaZ (L/Jfe) -> 1 

T est un groupe fini ; on peut done le plonger dans SL n pour un certain n, ce qui 
conduit au diagramme suivant : 

(D) : 1 > H > T >■ Gal (L/k) 1 

i 
i 

T Y 

1 >■ H >■ SL nk - — ^ SL n i/ H 1 

SL n j s /H n'est pas un groupe, puisque H n'est pas necessairement normal dans 
SL n h. C'est seulement un /c-espace homogene (toujours au sens de Springer [Sp]), 
d'ou la presence des pointilles dans le diagrammme precedent. La Heche verticale 

Gal (L/k) 
i 
i 

Y 

SL n,k/ H 

donne lieu a un 1-cocycle dans Z 1 (L/k; SL n , H), qui represente precisement la 
classe du /c-espace homogene V du (2) de la proposition 2.1. La k-gevbe Q ~ 
[V/SL n ] (associee a (£)) s'interprete alors comme la gerbe des relevements du 
/c-espace homogene V a SL n . En d'autres termes, [Q] est l'image de V par le 
cobord (cf [Sp], [Do]) 

S'-.Z 1 (L/k;SL ni H)^H 2 (k,C H ) 

Dans la suite, nous appellerons presentation de Q = [V/ SL n ] un couple (V, it) 
comme dans la proposition 2.1. 

Remarque 2.2. La proposition 2.1 traduit en particulier le fait que les deux 
groupes de Brauer d'un schema (cohomologique et "Azumaya") coincident lorsque 
ce schema est un corps. En effet, si Q G H 2 (k, G m ), alors il existe un n tel que 
Q G H 2 (k,fj, n ), puisque le groupe de Brauer d'un corps, et plus generalement 
d'un schema regulier [Gr 2], est de torsion. Par consequent, Q est un champ de 
Deligne-Mumford, et il existe un entier n' et un /c-espace homogene V de SL n i 
avec isotropie \i n tels que 

G » [V/SL n ,\ 

Remarquons que l'entier n' peut etre different de n, et c'est en particulier le 
cas pour le corps ku construit par Merkuriev dans son article sur la conjecture 
de Kaplansky [Me] : il existe un element de H 2 SL 2 ) qui ne provient pas 
d'un element de H 1 (/c M ,PGL 2 ) = H 1 (k M ; SL 2 ,fi2) (mais qui est atteint par un 
element de H l (/c M , PGL 4 )). 
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Cependant, l'espace homogene V n'est autre que la variete de Severi-Brauer 
pre-image de Q par le morphisme naturel 

Br Az k — > H 2 (k, G m ) 

et on retrouve ainsi le point de vue de [EHKV]. 

3. Invariant de Brauer-Manin d'une /c-gerbe localement liee par 

un groupe fini 

Les /c-champs algebriques (en particulier les /c-gerbes qui sont des champs de 
Deligne-Mumford) sont des generalisations de la notion de schema 5 . Par suite, il 
est tout-a-fait naturel de definir l'obstruction de Brauer-Manin d'une /c-gerbe de 
maniere analogue a celle d'un /c-schema. 

Soit done Q une /c-gerbe, qui est un champ de Deligne-Mumford ; on suppose son 
/c-lien localement representable par un groupe fini H. Le site etale de Q est defini 
au chapitre 12 de [LMB]. Le groupe de Brauer cohomologique Br Q = Hj t (Q, G m ) 
est defini dans [Ve] (ou, d'une maniere plus generale, la cohomologie d'un topos 
localement annele est definie). II existe une suite spectrale (cf [Ve], prop. 5.3) : 

H p (k, H% (g, G m )) =}► H p a +q (Q, G m ) 

qui permet de definir Br Q, Br\Q et Br a Q de maniere analogue a celle de la 
section 1. 

Soit (V, 7r) une presentation de Q (d'apres nos conventions, on a done Q ~ 
[V/SL n ]). Posons : 

On a : 

U(Q)cU (V) C U (SL n:k ) = SL^ k = 

L'analogue de la suite exacte (2) associee a la suite spectrale precedente implique 
alors : 

Br a g ^H l {k,PicQ) 

^H 1 (k,Hom (ni (^),G m )) 
w H 1 (k,Hom (H, G m )) 

car il est bien connu que ni (g) = H (cf [No]), et finalement : 
(3) Br a g w H 1 (k, R ) 

5 Plus rigoureusement, il existe un foncteur pleinement fidele de la categorie des fc-schemas 
dans celle des fc-champs algebriques, defini en associant a un fc-schema S le champ discret S ch 
qu'il represente. Les objets de S ch n'ont pas d'automorphisme non-trivial, et reciproquement 
tout fc-champ algebrique dont les objets n'ont pas d'automorphisme non-trivial provient d'un 
fc-espace algebrique via ce foncteur. Nous renvoyons a [LMB] pour plus de details. 
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Si K est un corps qui est une extension quelconque de k, nous pouvons definir 
un accouplement : 

Q (K) x Br Q -> Br K 
(x, b) i — > b (x) 

ou l'image b (x) peut etre interpretee de differentes fagons (B designe ci-dessous 
un representant de b) : 

(i) b (x) est la gerbe residuelle de B au point x du champ algebrique Q = 
[V/SL n \- 

(ii) x peut etre vu comme une section au dessus de Spec K du (l-)morphisme 
structural Q — > Spec k ; autrement dit, c'est un (l-)morphisme rendant com- 
mutatif le diagramme (de morphismes de champs) suivant : 



Q 




Spec K > Spec k 

B etant un champ (puisque c'est une gerbe) sur Q, on peut considerer le 
champ image inverse x*B de B par le morphisme x ; la gerbe x*B ainsi 
obtenue 6 correspond exactement a b (x) ; elle est done obtenue par pull-back 
a partir de x et de B : 




x*B Q 



Spec K Spec k 

(iii) on peut interpreter B comme une algebre d'Azumaya sur Q (i.e un torseur 
sous PGL n (Og) pour la topologie etale sur Q) ; ainsi, la fibre de B en x est 
simplement une algebre simple centrale sur K, et c'est precisement l'element 
b (x) de Br K recherche. Notons que dans le cas general, on ne peut utiliser 
cette interpretation puisque les deux groupes de Brauer (cohomologique 
et "Azumaya") ne coincident pas necessairement ; on sait cependant qu'ils 
sont egaux dans de nombreuses situations (cf [Gr 2], [Ga], [Sc]. . . ) et que 
cette egalite tient en particulier dans le cas des schemas affines [Ga]. Or le 
groupe de Brauer de Q est relie au groupe de Brauer d'une quelconque de 
ses presentations V ; comme un tel V est un espace homogene de SL n , V 
est en particulier affine, ce qui rend legitime notre interpretation. 



'L'image inverse d'une gerbe par un morphisme de champs est toujours une gerbe [Gi]. 
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De plus, toute if-section de la gerbe Q (i.e tout objet de Q (K)) est un H- 
torseur sur SpecK (Q est par definition localement equivalente a la gerbe TorsH ; 
l'existence d'une -fT-section implique que G\k est equivalente a la gerbe des H- 
torseurs sur K). Si on suppose que K est un corps local, on obtient alors l'enonce 
suivant : 

Proposition 3.1 (Cas local). Soient K un corps local, Q une K-gerbe lice par 
un groupe abelien fini H, et (V,n) une presentation de Q. Le diagramme suivant 
est commutatif : 

(Acc.l) V(K) x Br a V 



(Acc.2) Q (K) x Br a g 



(Acc.3) H 1 (K, H) x H 1 [K, H 



ou : 



I'accouplement (Acc.l) : V (K) x Br a V — >■ Q/Z est defini comme suit : a 
un point x de V (K), et a une classe b dans Br a V , on associe : 

(x,b) = [s x (b)] x 

s x designant la section 7 induite par x de la projection canoniquep (cf[BKl]) : 



BnV — Br a V 



- I'accouplement (Acc.2) : Q (K) x Br a Q — >■ Q/Z est defini de la meme 
maniere que (Acc.l) ; 

- I'accouplement (Acc.3) : H 1 (K,H) x H l (k,h) — »■ Q/Z est I'accouple- 
ment de Tate pour les corps locaux. 



Lorsque k est un corps de nombres, ce que nous supposons a partir de main- 
tenant, nous pouvons definir pour toute place v de k I'accouplement : 

g (k v ) xB ri g -> q/z 

(x,b) i — > inv v (b(x)) 



7 En effet, l'existence d'un point if-rationnel entraine que la suite : 

— >BrK — > BnV — ► Br a V — > 

est scindee. 
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ou comme d'habitude inv v est l'invariant donne par la theorie du corps de classes, 
et b (x) est la classe dans Br k v de B x , ou B est un representant de b. Supposons 
maintenant que Q (k v ) soit non-vide pour toute place v de k, et restreignons nous 
au sous-groupe B (Q) de Br a Q defini par 

Xous definissons ainsi un accouplement : 
(.,.): HG(k v )xB(g) 

all v 

(M v ,b) 

ou b est un releve de b dans Br±g. Par analogie avec la definition usuelle de cet 
accouplement (cf [Bo 1]), ((x v ) v ,b) ne depend pas de (x v ) v , et ((x v ) v , b) ^ est 
une obstruction a l'existence d'une section /c-rationnelle de Speck (i.e d'un objet 
de la categorie fibre Q (k)). Nous obtenons de cette fagon un element bien defini : 

m H (Q) e B {g f = Horn (B (Q) , Q/Z) = Horn (ill 1 (k, H^j , Q/z) 

puisque : B(^) » in 1 (k,R"j (c'est une consequence immediate de l'isomor- 
phisme (3)). 

Proposition 3.2 (Cas global). Soient k un corps de nombres et g une k-gerbe. 
Pour toute presentation (V, n) de g : 

B(V)^B (g) 

et mji (g) est egale a I'image de m-^ (V) par I'isomorphisme : 

B (V) D b (gf 



J I Br a g ;, 



all v 



Q/Z 

y^jnvy (b(x v )j 



all v 



L'isomorphisme B (V) B (Q) resulte de I'isomorphisme 

in 1 (k, Pic v) in 1 (k, Pic g) 

ce dernier etant induit par les isomorphismes composes 

H 1 (k, Pic V) w H 1 (k, #) w H l (k, Pic Q) 



12 JEAN-CLAUDE DOUAI - MICHEL EMSALEM - STEPHANE ZAHND 

Nous avons le diagramme commutatif : 

Y\V(k v ) x B(V) 



Y{G{k v ) x E(0) 

dans lequel la surjectivite de la fleche de gauche provient de la proposition 2.1(iv). 
On a vu que le calcul de (Q) ne dependait pas de la famille (x v ) v choisie dans 

(kv)- De la meme maniere, on sait que le calcul de (V) ne depend pas 

all v 

non plus de la famille (y v ) v choisie dans J^jv^(/c„). Pour calculer m-n(V), on 

all v 

peut done prendre pour (y v ) v n'importe quel relevement de la famille (x v ) v . On 
en deduit que (Q) n'est autre que l'application composee : 

B (Q) B (V) Q/Z 
ou m n {V) E B (V) D est donnee par : b i — > {{Vv) v , b). 

Dans la suite, nous verrons l'element m-u (V) comme un element de III 1 ( k, H ) . 

4. 1 / 2-THEOREME DE TATE-POITOU POUR LES GROUPES NON-ABELIENS 



Theoreme 4.1. Soient k un corps de nombres, H un k-groupe fini, Ch un k-lien 
localement representable par H. L'application 

m H -. m 2 (k,c H ) — > in 1 (k, n)° 

[Q\ i — ► m H (g) 

ou III 2 (k,£if) designe I'ensemble des classes d 'equivalence de gerbes localement 
liees par H admettant partout localement une section (i.e qui sont partout locale- 
ment neutres), se factorise par 

ID" (*,£„) -4- Iff (fc,^) 
ml ( 4 'fi) D 

oil ab est I' application d'abelianisation naturelle, et I'isomorphisme vertical est 
fourni par la dualite de Tate-Poitou. 
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Remarque 4.1. 

On peut etendre le theoreme 4.1 au cas ou H est un /c-groupe lineaire, i.e au cas 
ou les /c-gerbes considerees ne sont plus de Deligne-Mumford. Ceci peut de faire 
en remplagant dans la construction fondamentale (de la section 2) SL n par GL n . 
Le theoreme 4.1 peut alors etre complete par les deux resultats suivants : 

(1) Si if est un /c-tore T, prend ses valeurs dans III 1 (k,X* (T)) D : 

m n : HI 2 (k,T) — > IQ 1 (k,X* {T)) D 

et coincide avec l'isomorphisme donne par la dualite de Kottwitz pour les 
tores [Ko]. 

(2) Si H est un /c-groupe semi-simple, alors III 1 (k,H^j = et 

m H : m 2 (k,C H ) — ► HI 1 (k,Hy = 

est l'application nulle. On sait d'apres [Bo 2] dans le cas semi-simple (resp. 
d'apres [Do] dans le cas semi-simple simplement connexe) que toutes les 
classes de III 2 (k,Cn) (resp. de H 2 (k,Cn)) sont neutres. Ainsi l'obstruc- 
tion de Brauer-Manin est la seule dans le cas semi-simple. Compte tenu 
de la remarque (1) precedente, on en deduit que le meme resultat vaut 
dans le cas des groupes reductifs connexes, puis dans le cas des groupes 
connexes (cf [Bo 1]). 

References 

M. Borovoi, The Brauer-Manin obstructions for homogeneous spaces with 
connected or abelian stabilizer, J. reine angew. Math. 473, 181-194, 1996. 

M. Borovoi, Abelianization of the second non-abelian Galois cohomology, 
Duke Mathematical J. 72, 217-239 , 1993. 

M. Borovoi, B. Kunyavsky, Brauer equivalence in a homogeneous space with 
connected stabilizer, Michigan Math. J. 49, 197-205, 2000. 

M. Borovoi, B. Kunyavsky, On the Hasse Principle for homogeneous spaces 
with finite stabilizersx, Ann. Fac. Sci. Toulouse 6 (3), 481-497, 1997. 

P. Debes, J-C. Douai, Gerbes and covers, Communications in Algebra, 27(2), 
577-594, 1999. 

P. Debes, J-C. Douai, Algebraic covers : field of moduli versus field of defini- 
tion, Ann. Scient. ENS, t.30, 303-338, 1997. 

P. Debes, J-C. Douai, L. Moret-Bailly, Descent varieties for algebraic covers. 

J-C. Douai, 2-cohomologie galoisienne des groupes semi-simples, These de 
Doctorat, Universite des Sciences et Techniques de Lille, 1976. 

D. Edidin, B. Hassett, A. Kresch, A. Vistoli, Brauer groups and quotient 
stacks, arXiv :mathAG/9905049 v3, fev 2001. 



[Bo 1] 

[Bo 2] 

[BK1] 

[BK2] 

[DD 1] 

[DD 2] 

[DDM] 
[Do] 

[EHKV] 



14 JEAN-CLAUDE DOUAI - MICHEL EMSALEM - STEPHANE ZAHND 

[FI] R. Fossum, B. Iversen, On Picard Groups of algebraic fibre spaces, Journal 

of Pure and Applied Algebra 3, 269-280, 1973. 

[Ga] O. Gabber, Some theorems on Azumaya algebras, LNM 844, 129-209, 

Springer, Berlin, 1970. 

[Gi] J. Giraud, Cohomologie non-abelienne, Springer- Verlag, 1971. 

[Gr 1] A. Grothendieck, Sites et topos etales d'un schema, expose VII, SGA 4, LNM 

270, Springer- Verlag, 1972. 

[Gr 2] A. Grothendieck, Le groupe de Brauer I, II et III, dans 10 Exposes sur la 

cohomologie des schemas, Advanced Studies in Pure Mathematics, Masson 
et Cie, Paris, 1968. 

[Ko] R.E. Kottwitz, Stable trace formula : cuspidal tempered terms, Duke Math. 

J. 51, 3, 611-650, 1984. 

[LMB] G. Laumon, L. Moret-Bailly, Champs algebriques, Springer- Verlag, 2000. 

[Me] A.S. Merkurjev, Kaplansky conjecture in the theory of quadratic forms, Jour- 

nal of Soviet Math., 57, 3489-3497, 1991. 

[No] B. Noohi, Fundamental groups of algebraic stacks, arXiv :mathAG/0201021 

vl, jan 2002. 

[Sa] J-J. Sansuc, Groupe de Brauer et arithmetique des groupes algebriques 

lineaires sur un corps de nombres, J. reine angew. Math. 327, 12-80, 1981. 

[Sc] S. Schroer, There are enough Azumaya algebras on surfaces, 

arXiv :mathAG/0003229 v2, avr 2001. 

[Sp] T.A. Springer, Nonabelian H 2 in Galois cohomology, Proc. Symp. Pure Math- 

ematics, AMS, IX, 1966, pp 164-182. 

[Ve] J-L. Verdier, Cohomologie dans les topos, expose V, SGA 4, LNM 270, 

Springer- Verlag, 1972. 



douai@agat.univ-lillel.fr 

emsalem@agat.univ-lillel.fr 

stephane.zahnd@agat.univ-lillel.fr 



